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chapitre A suivant »

I.1 Intégration des fonctions en escalier

Définition 1.1 Soit [a,b] un intervalle fermé, borné de R. o est appelée subdivision de [a,b] si

oc={a=x9 <z <--- <z, =b}. Le pas de la subdivision o est le réel P(c) = sup (z; —x;_1).
1<j<n

Chaque intervalle [z;,x;41] pour j = 1,---,n est appelé intervalle de la subdivision. Si pour tout
5,05 j7<n, zj=a —&—jb_T“ alors on dit que o est une subdivision réguliére d’ordre n de [a,b).
Définition 1.2 Soit [a,b] un intervalle fermé, borné de R.

Une application f : [a,b] — R est dite en escalier (sur [a,b]) s’il existe une subdivision
oc={a=x0 <z < < xy = b} telle que f soit constante sur chaque intervalle |x;, xj11[, (1 < j < n).
Remarque 1 :

- Toute fonction en escalier sur un intervalle de R est nécessairement bornée.

- Il existe une infinité de subdivision associée & une fonction en escalier.
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chapitre A suivant »

Définition 1.3 Soit f une fonction en escalier sur [a,b] et ¢ valeur dans R. Intégration des
On appelle intégrale de f sur [a,b] I’élément de R noté fonctions en
b escalier
/ f(x)dx
a
défini par
b n
/ = —z5-1) f (L1)
a ]:1
ot {a =29 <z1 <--- <z =0b} est une subdivision de [a,b] et f; la valeur prise par f sur chaque
intervalle Jx;_q, z;].
Remarque 2 :
- D’apres la remarque 1, l'intégrale de f sur [a, b] ne dépend pas de la subdivision choisie.
- Une fonction nulle partout sauf sur un ensemble fini de points de [a,b] est une fonction en
escalier, son intégrale est nulle.
Lemme 1.4 L%ntégrale d’une fonction numérique positive en escalier est positive
Démonstration
Proposition 1.5 Soient f une fonction en escalier sur [a,b] et ¢ un point de |a, b|.
Alors f est en escalier sur chaque intervalle [a,c] et [c, b].
Concepts
Notions

Conséquence : Relation de chasles

/a " Fa)de = / " f(@)do + / ' Fa)de Eremples

Documents




<« précédent chapitre A suivant »

1.2 Intégrales de Riemann

Définition 1.6 Une fonction f : [a,b] — R est dite intégrable sur [a,b] si, quel que soit le réel

e > 0, il existe un couple (g,h) de fonctions numériques en escalier sur [a,b] tel que, pour tout
b

x € [a,b] on a g(x) < f(x) < h(z) et/ (h(z) —g(z))dex < e

a

Remarque 3 : pour que 'intégrale de f existe, nécessairement f doit étre bornée (car g et h le sont).

Proposition 1.7

Si f est une fonction numérique positive et intégrable sur [a,b] alors son intégrale est positive
(éventuellement nulle).

Proposition 1.8

i) L’ensemble E des fonctions intégrables sur [a,b] est un sous espace vectoriel du R-espace vectoriel
de toutes les fonctions réelles sur [a,b].
i1) L’application I : E — R qui, a une fonction f € E associe son intégrale

b
I(f)= / f(@)de

est une application linéaire sur E. Ceci signifie que Y(\, u) € R2V(f,g9) € E X E,

b b

b
AF(e) + pgle))dz = A / f(@)de + g / g(@)dz = () + pI(g)

10 +ug) = [

Ja
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Proposition 1.9 Intégrales de
Soit ¢ un point de [a,b]. Riemann
Pour que f soit intégrable sur [a,b], il faut et il suffit que f soit intégrable sur chaque intervalle
[a,c] et [c,b]
Proposition 1.10
Toute fonction numérique monotone sur [a,b] est intégrable.
Théoréme I.11
Toute fonction numérique f continue sur [a,b] est intégrable.
Démonstration
Interprétation géométrique de l’intégrale
Si f est une fonction positive en escalier sur [a, b], son intégrale définie par la formule (I.1) est la
somme des aires des rectangles. On admettra que 'intégrale de f, fonction intégrable positive quel-
conque, est l'aire du domaine hachuré Dy = {a <z <0, 0 <y < f(z)}.
(/\
E t Concepts
= - Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Remarque 4 : Lorsque f est continue sur [a,b], 'intégrale / f(x)dx est majorée(resp. minorée
) par la quantité Z (¢j —xj—1) sup  f(x) (resp. Z (¢j —xj—1) inf  f(z)) appelée
1<j<n z€[z;—1,7;] 1<j<n €[z —1,7;]
somme de Darboux supérieur (resp. inférieur).

Exemple et remarque
Si f est intégrable sur [a, b] alors

/abf(a:)dx: (b—a) lim — Zf(

=)

L’intégration numérique consiste a “approcher” le réel / f(z)dz par une somme finie de la forme

N
Z —x;-1) f (¢;) ol ¢; est un point appartenant a l'intervalle [x;_1, z;].
i=1

<4< 8

Intégrales de
Riemann
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1.3 Propriétés des fonctions intégrables

Dans cette section, on supposera que f est une fonction numérique intégrable sur [a, b].
b

Jusqu’a présent, on a défini 'intégrale / f(z)dx pour a < b.
a

Par convention, on posera

i) /ab fl@)dx = — /baf(:r)dx
) / F@)dz =0

Proposition 1.12
Le produit de deuz fonctions intégrables sur [a,b] est une fonction intégrable sur [a,b].

Proposition 1.13
Si f est intégrable sur [a,b] alors |f| Uest aussi et l'on a :

/ah f(z)dx

01 || flloo = SUPpeiay 1F(@)]- b

b
g/\ﬂmwmﬁw—aWﬂw

Démonstration
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Proposition 1.14

. ) . o Propriétés des
Soient f et g deux fonctions numériques et intégrables sur [a,b]. fonctions
Alors on a :

intégrables
i) Inégalité de Schwarz :

2 b b
< ( / |f<x>|2dx> ( / g<x>|2dx>
it) Inégalité de Minkowsky :
5 1/2 5 1/2 5 1/2
( / If(w)+g(w)2drv> g( / |f<x>|2dx> +( / |g<x>|2dx>

Démonstration

/a ' f@)o(e)de
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1.4 Primitive d’une fonction continue

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.1 Exercice B.1.1
Exemple A.1.2

Définition 1.15
On appelle primitive d’une fonction f, une fonction F telle que F'(z) = f(x).

Théoréme 1.16
Soit f une fonction numérique et continue sur [a,b]. Alors la fonction F définie pour tout x € [a, b]

par F(x) = / f(t)dt est la primitive de f sur [a,b] qui s’annule en a.

Si G est une autre primitive de f sur [a,b], on a :

b
b
| @iz = )~ 6@ = G @, (1)

a

Concepts
Démonstration Notions
xr

4 La fonction F' définie pour tout x € [a,b] par F(z) = / F(£)dt est continue si f est intégrable Eremples
Exercices
sur [a, b] et dérivable si f est continue sur [a, b]. “ =ty

11 4 g
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¢ ¢ Une fonction intégrable n’admet pas nécessairement de primitive (par exemple les fonctions Primitive d’une
en escalier). fonction
continue

Théoréme 1.17 (1ére formule de la moyenne)
Si f est une fonction numérique et continue sur [a,b], alors il existe ¢ € |a,b[ tel que

b
/ f(@)dz = (b— a) £(c)

Démonstration

Théoréme 1.18 (2¢me formule de la moyenne)
Si f est une fonction numérique et continue sur [a,b] et si g est une fonction numérique positive
et intégrable sur [a,b] alors il eziste ¢ € |a,b[ tel que

/ ’ f(e) g(e)dz = £(O / e

Concepts
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1.5 Intégration par parties

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.3 Exercice B.1.2
Exemple A.1.4

Cette méthode consiste a remplacer le calcul de la primitive d'un produit de deux fonctions par
le calcul de la primitive d’un produit plus simple de deux autres fonctions.

Théoréme 1.19 (Intégration par parties) Soient f et g deuz fonctions numériques de classe C!
sur [a, b].

b b
/ f(2)g (x)dw = [f(x)g(ﬂf)]z—/ f'(@)g(x)dz

Démonstration
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1.6 Changement de variable

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.5 Exercice B.1.3
Exemple A.1.6 Exercice B.1.4
Exemple A.1.7

Cette méthode consiste, comme son nom l'indique, a changer la variable de la fonction que I'on
intégre pour obtenir une fonction plus simple a intégrer.

Théoreme 1.20 (Changement de variable)

Soit f une fonction continue sur [a,b].

Soit ¢ une fonction de classe C* sur [c,d] telle que o(c) = a et p(d) = b.
Alors, on a :

b o(d) d
x)dx = x)dx = t " (1) dt
/af() /W) /(@) /Cf(sa())w()

La transformation x = p(t) est appelée changement de variable.

Démonstration
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1.7 Primitives usuelles

La méthode de recherche de primitives consiste, par application de régles générales (changement
parties,...), & ramener la question au calcul d’un certain nombre de pri-

de variable, intégration par

<« précédent

chapitre A suivant »

mitives usuelles (& connaitre par coeur). On notera a un réel non nul.

s dx
/mmdaz = +C®sim #—1 /— =In|z| + C*
m+1 T
/e"daz =e” + Ot /hrlacdx =zln(z) —z + C*™
/sm = —cos(zx) + C*™ /cos(m)da: = sin(x) + C*®
1 1
te _ te
/ . d:(; = tan(z) + C / S2(2) dx = fan(a) +C
/ch(x sh(x)dz + C*® /sh(:c)dx = ch(z)dz + C*™
1 1 1
d = th(z) + C** / de = — + C*
/ ch @ = thiz) + sh?(z) T T th(a)
dz 1
*A te -
/ PO rctan +C / o — 2= 2g
Argsh-— 4 Cte / = Ar chE + Cte
/\/x2+a2 8 |a | = d_az &
= Arcsin— + O / — % _ Arccos— + Ot
/ > la] Va? —a? lal

15
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1.8 Primitives de fractions rationnelles

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.8 Exercice B.1.5
Exemple A.1.9 Exercice B.1.6

Exemple A.1.10
Exemple A.1.11

Soit F' une fraction rationnelle en la variable x. Apres décomposition en éléments simples, on est
amené a calculer des primitives de trois types possibles :

i) La partie principale,

ii) des termes de la forme oo

- avec b —4e < 0

extf
iii) ou de la forme Erbrro”

Eléments de la forme i) : Ce sont des fonctions polynomiales et donc ils ne posent pas de probléeme.
Eléments de la forme ii) : deux cas possibles :

n =1 alors on obtient comme primitive In |z — a| + C".

(x=a) "' | ote

n # 1 alors on obtient comme primitive ~—— =)

16 4 g
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Elément de la forme iii) : On met le trinéme du dénominateur sous sa forme canonique : Primitives de
fractions
2 b\2 | 4e—b® _ dc—b? 2etb \? i
> +br+c=(z+ %) + gt = e ( (\/4}—1)2) + 1) rationnelles
1
0 0 _ 2x4b 0 212
On fait un changement de variable ¢t = gz ot on obtient un élément de la forme 7052 1 et
————
. Y
———

(2)

e Intégrons (1) :

— Sin =1, on a fini (car une primitive est Arctan(t))

— Sin > 2, on utilise la méthode de 'intégration par parties en posant f(t) = ﬁ et ¢'(t) = 1.
(cf Pexemple A.1.8)

Intégrons (2) :

— Sin =1 une primitive est %hl (t2 + 1)

. o t241) "
— Sin > 2, une primitive est %

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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1.9 Primitives de fractions rationnelles en sinx et cosz

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.12 Exercice B.1.7

Exemple A.1.13

Soit F(X,Y) une fraction rationnelle & deux indéterminées X et Y. On cherche une primitive de
f définie par f(z) = F(cosz,sinz) ou f est une fraction rationnelle en sin et cos.

1. Cas ou f est un polynéme en les variables sin z et cosz.

Par linéarité de I'intégrale, on est ramené a des primitives du type
o = /COS" zsin™ zdz.
Deux cas sont a étudier : “m ou n est impair” et “m et n sont pairs”.

Sin = 2p+ 1 alors on utilise cos? z = 1 — sin® z et Iopiim = /(1 — sin? x)P coszsin™ xdx.

On pose t = sinz et on est ramené au calcul d’'une primitive d’une fonction polyndéme :

I2p+1,m = /(1 - t2)ptmdt'
Si m = 2¢ + 1 alors on utilise sin?z = 1 — cos® z I 2g+1 = /cos” x(1— cos? x)? sin zdz.

On pose t = cosz et comme précédemment on obtient I, 2441 = /—(1 — t2)4"dt.

18 4 g
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Sin = 2p et m = 2¢q on linéarise cos?” zsin?? z. Cela signifie qu’il faut faire apparaitre des

sommes de termes plus facile & intégrer. (cf exemple A.1.12)

. Cas général : Regles de BIOCHE

Pour calculer ces primitives, nous allons proposer des changements de variables qui ramenent
le calcul de [ f(z)dz & celui d’une primitive d'une fraction rationnelle. Ces changements de

variables reposent sur les faits suivants : pour tout € R nous avons :
cos(—z) = cosz, sin(m—x)=sinz et tan(m + z)=tanzx

Voici la regle qui en découle.

— Si f(x)dx est invariant par le changement variable z — —z (c’est-a-dire f(—x)d(—z) =
f(z)dzx), alors on pose t = cos .

— Si f(z)dz est invariant par le changement de variable  — m—2x (c’est-a-dire f(7—x)d(r—z) =
f(z)dx), alors on pose t = sin x.

— Si f(z)dz est invariant par le changement de variable © — 7w+ (c’est-a-dire f(n+x)d(r+x) =
f(z)dzx), alors on pose t = tanx.

— Si f(z)dz n’est invariant par aucun des trois changements de variable précédents, on pose

dr = 2%

ST = T4z

= z _ 12 2t
t = tan 3, avec les formules cosx = e e

(voir ’exemple A.1.13)

¢ Remarque Attention au dernier changement de variable. Il a 'avantage de fonctionner tout
le temps (& condition de se placer dans des sous-intervalles de |—m, 7[ ne contenant pas de
singularité de f) mais il conduit & de nombreux calculs (donc & éviter si possible!).

19 4 g
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cos (a +b)
sin(a + b)
cos(m + a)
sin(m + a)

cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b)
sin(a) cos(b) + sin(b) sin(a)
—cos(a)
Fsin(a)

Sommaire
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1.10 Primitives de fractions rationnelles en shx et en chzx

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.14 Exercice B.1.8

La méthode est la méme que pour les fonctions rationnelles trigonométriques. Pour calculer
/F(chm,shx)dac, on examine /F(Cos x,sin x)dx.

- Si /F(cos x,sinx)dz se calcule avec t = cosz alors /F(chm, shz)dz se calcule avec t = chzx.
— Si /F(cos x,sinx)dzx se calcule avec t = sinz alors /F(Chx, shx)dx se calcule avec t = shz.
- Si /F(Cos x,sinx)dz se calcule avec ¢ = tan x alors /F(chx, shz)dz se calcule avec t = thz.

- Si /F(cos z,sinz)dx se calcule avec ¢t = tan(3) alors /F(chx,sh;z:)dx peut se calculer avec

t = th(5), mais il est préférable d'utiliser le changement ¢ = e®.
Rappels
Argshr = In (x + \/3327—&—1)
Argchr = In(z+ V22 -1)
Argthx = % In (@>

x—1

Remarque : Plus généralement, si f est une fraction rationnelle en la variable e*, on fait le
changement de variable ¢ = e® et on est ramené au calcul de la primitive d’une fraction rationnelle en
t.

21
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.11 Primitives de fractions rationnelles de type F' <x, ,”/%)

Exemples :
Exemple A.1.15

Soit F (m, Y/ %ﬂ;) avec ad — bc # 0.

On fait le changement de variable ¢ = p/2z+tb

cx+d

qui ramene le calcul a celui d’une primitive d’une
fraction rationnelle de t.
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1.12 Primitives de fractions rationnelles de type F' (z,vaz? + bz + c)

Exemples : Exercices :
Exemple A.1.16 Exercice B.1.9

Soit a intégrer F' (x, Var? + bx + c) avec a # 0 sinon on est ramené au cas précédent. Ces inté-
grales sont appelées des intégrales Abéliennes.

Rappels
22 +1
T2 —1

ch (Argshz)

sh (Argchz)

Posons A = b? — 4ac. On suppose que A # 0 sinon on a affaire & une fraction rationnelle de z.
On ecrit le trindome sous sa forme canonique :

a$2+bm+c:a((a:+b)2 A)

2a)  4a?

q 2 9 q . N . N
Soit 2 = a (J; + %) — ﬁ) alors suivant le signe de a, on a affaire a une ellipse ou a une

hyperbole.
Concepts
ler Cas : a > 0. (Hyperbole) N
A < 0. On fait le changement de variable x + % = VQ_GA sht.
A > 0. On a deux racines différentes o < (. E |
b \/K xemP G5
pour < a, on pose T + 5= = —%>= cht (et donc cht > 1). Exercices
Documents

pour x > (3, on pose x + % = —1—2—\/&5 cht (et donc cht > 1).

23 4 g
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Ces changements de variables nous rameénent au calcul de fractions rationnelles hyperboliques. Primitives de
fractions

2¢me Cas : a < 0. (Ellipse) (nécessairement on a A > 0 sinon, az? + bz + ¢ serait toujours négatif). rationnelles de
On prend comme changement de variables x + % = % cost avec t € ]0, ] type

F (m, var? + bx + c)
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1.13 Primitives de fonctions de type ¢ x P, ()

Exemples :
Exemple A.1.17

On utilise 'intégration par parties pour diminuer le degré du polynéme devant ’exponentielle.

On peut aussi directement rechercher une primitive de la forme e xQ,, () ot Q,, est un polynéme
de méme degré que P,.
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.14 Quelques exercices en plus

Exercices :

Exercice B.1.10
Exercice B.1.11
Exercice B.1.12
Exercice B.1.13
Exercice B.1.14
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Chapitre Il

Intégrales généralisées
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1.2 Définitions . . . . . . . L 29

1.3 Criteres de convergence pour les fonctions positives . . . . . . . . .. ... ... ... 31
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1.1 Problématique

Dans le chapitre précédent, nous avons traité la question de l'intégrale d’une fonction continue sur
un domaine fermé et borné de R. Ce chapitre sera consacré a ’étude des intégrales sur des domaines
non fermés ou non bornés de R, c’est-a-dire comment donner un sens a des intégrales comme

1
/ Inxdx
0
/+°O dx
0 2 +1

/1 dx
—1V 1-— l‘z

Dans un premier temps, on étudiera les fonctions définies sur un intervalle semi-ouvert de la
forme [a,b[, avec (—o00 < a <b < +00) ou Ja,b], (—oo < a <b< +00), les intervalles de la forme
la, b, avec (—o00 <a < b< +00) s’y ramenant en décomposant ces intervalles en deux intervalles
semi-ouverts.

De telles intégrales sont appelées intégrales impropres ou intégrales géneralisées.
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11.2 Définitions

Exemples : Exercices :
Exemple A.2.1 Exercice B.2.1
Exemple A.2.2

Exemple A.2.3

Soient I un intervalle quelconque de R et f une application de I — R.

Définition I1.21 On dit que f est localement intégrable sur I si la restriction de f a chaque
sous intervalle fermé et borné de I est intégrable.

Définition I1.22
Soit f une fonction numérique localement intégrable sur [a,b] (—oo < a < b < 400).
On dit que f est intégrable sur [a,b[ si la fonction

F::m/atf(a;)dx

b
admet une limite finie quand t tend vers b. L’intégrale / f(z)dx est alors dite convergente.
a

b Concepts
Si la limite est infinie, on dit que [’intégrale / f(z)dx est divergente. Notions
a
Par symétrie, on dit que f est intégrable sur |a,b], (—oo < a < b < +00) si
b Exemples
. Exercices
tlg?z /t f(x)dx < 62 Documents
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Définition I1.23 Soit f une fonction numérique localement intégrable surla,b[, (—oo < a < b < +00).

On dit que f est intégrable sur |a,b[ si pour tout point ¢ quelconque de |a,b[ les intégrales

c b
/f(x)da: et /f(:c)dx
a (&
sont convergentes.

b c b
Dans ce cas, on posem/ f(:v)dx:/ f(x)der/ f(z)dx.

a —+o0
Remarque : lilf / f(z)dx 3 =~ / f(z)dz 3 (cf exemple A.2.3).

Cas particulier Soit f une fonction continue sur [a, b| (respectivement sur |a,b]). On suppose de
plus que f est prolongeable par continuité en b (respectivement en a), c’est a dire que la limite quand
x tend vers b (respectivement vers a) de f(x) est une valeur finie /.

Alors si f est la fonction définie par

= { f(z) si x € [a,b] (respectivement = €]a, b))

fla) = l si x = b ( respectivement z = a),

b
f est continue sur [a, b] donc intégrable sur [a,b] et I'intégrale / f(z)dzx converge. On a de plus
a

/ab flz)dx = /ab f(x)dx

<< 30
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1.3 Critéres de convergence pour les fonctions positives

Exemples : Exercices :
Exemple A.2.4 Exercice B.2.2
Exemple A.2.5 Exercice B.2.3

Pour savoir si une intégrale généralisée converge ou pas, la méthode consiste a comparer la fonction
qu’on integre avec d’autres fonctions, au moyen de majorations ou d’équivalents et de se ramener a
des intégrales généralisées dont on connait la nature. Il est donc important d’avoir des intégrales de
référence.

1. Convergence des intégrales de Riemann

Théoreme I1.24 Intégrales de références

+oo
/ —dx converge si et seulement si o> 1
a>0 ¥

b>0
/ —dx converge si et seulement st a <1
0

Concepts

b
1 . : ;
/ dx converge si et seulement si a < 1 Notions
a

|z — bl

Démonstration Exemples

Exercices
Documents

31 > >



<« précédent chapitre A suivant »

2. Comparaison par majoration.

<4<

Nous allons énoncer plusieurs théoremes qui vont nous permettre de connaitre la nature d’une
intégrale généralisée, des que la fonction sera encadrée par des fonctions dont on connait la
nature des intégrales.

Théoréme I1.25
Soit  f wune  fonction  numérique  positive et  localement  intégrable  sur
[a,b], avec (—o0 <a <b< +00).

b
/ f(z)dx converge ssi il existe M > 0 tel que
Vo € [a,b[,/ flz)de < M

Démonstration

Théoréme I1.26 Soient f et g deux fonctions numériques positives sur [a, b[ telles que pour

tout x € [a,b]

0 < f(z) < g(z) sura,b[.
b

— St l’intégmle/

a a

b
g(z)dz converge, il en est de méme pour/ f(z)dz

b b
— si lintégrale / f(x)dx diverge, il en est de méme pour/ g(x)dx
a a

Démonstration
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3. Comparaison par équivalents.

<4<

Théoréme I1.27 Soient f et g deuz fonctions numériques continues sur [a,b| telles que
f(z) Nbg(x) et de signe constant au voisinagede b (V(b)). Alors
xr—

b b
/ f(z)dx converge <:)/ g(x)dx converge
a ceV(b)

Démonstration
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11.4 Intégrales absolument convergentes

Le paragraphe précédent donnait des criteres de convergence lorsque les fonctions qu’on intégrait
étaient positives. Nous allons essayer de regarder ce que I'on peut faire lorsque les fonctions changent
de signe.

Définition I1.28 Soit f une fonction localement intégrable sur I.
On dit que lintégrale de [ sur I est absolument convergente si lintégrale de |f| sur I est
convergente.

Théoreme I1.29 . )
/ |f(z)|dx  converge :>/ f(z)dx converge

Remarque L’intérét du théoreme précédent réside dans le fait que pour étudier la convergence de
I'intégrale d’une fonction f de signe non constant, on étudie la convergence de 'intégrale de |f| qui
elle est positive et on peut appliquer les théoremes de comparaison sur les fonctions positives.

Définition 11.30
On dit qu’une intégrale est semi-convergente si elle converge sans étre absolument convergente.

34
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11.5 Théoremes pratiques

Théoreme I1.31 Changement de variables
Soit ¢ : |a,b[ — ]a, B] une bijection de classe C'.

/,; " fe)dz converge > / o)

b
o = / £ (o)) @' (t)dt

Si elles convergent, on a : / flx
«

(t)dt converge

Théoréme I1.32 Intégration par parties
Soient f et g deux fonctions de classes C* sur |, B[ telles que :

lim f(z)g(r) < o0 et lirr%)f

/f

(x)g(x) < +o0.

x)dx  converge <:>/ f(z

Si une intégrale converge alors, on a :

/f

da:—hmf( g (z )—hn}lf

Vg (x)dx  converge

/f
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A.l
A.2

Exemples du chapitre |
Exemples du chapitre Il
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Exemple A.1.1

Donnons une primitive des fonctions définies de R vers R par
3 9 x
= cosz, =23 —32+z—4, et fi(zx)=——
fi(x) =cosz, folx)=12x <+ et f3(x) 1522

Ces trois fonctions sont continues sur R, elles admettent donc des primitives. Il faut trouver des
fonctions Fi, F5 et F3 telles que pour tout x € R

Fl(z) = fi(z), Fy(x) = fa(x) et Fy(z) = fa(x)

Il est évident que pour bien calculer les primitives, il faut d’abord maitriser la dérivation.
On cherche donc la fonction dont la dérivée est la fonction cos . Il s’agit de la fonction sin . Les
primitives de f1 sont donc de la forme

Fi(z) =sinz 4+ C ol C est une constante réelle.

La fonction f3 est une fonction polynome. Si on dérive une fonction polynéme, son degré diminue.
Par conséquent, lorsqu’on integre une fonction polynome, son degré doit augmenter. De plus, la
dérivée de 2™ est nz™ ! : il apparait une constante.

n+1

+1°

Ces considérations conduisent au fait qu’une primitive de ™ pour n > 1 est
Ainsi,
4 2

Fy(z) = % — 3+ % — 42+ D ou D est une constante réelle.

En examinant f3, on constate que le numérateur est, a une constante pres, la dérivée du dénomi-

!/ u/

U
nateur. La fonction f3 est donc de la forme — ot u est une fonction de z. Or on sait que (Inu)’ = —.

u u
Ainsi,

1
Fs(x) = 3 In(1+2%)+ X ol A est une constante réelle.
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Exemple A.1.2

Donnons une primitive des fonctions définies de R vers R par
gi(x) =coszsinz et go(x) = 2%(1+ 2°)?

Pour g; on reconnait, & une constante pres, une fonction de la forme u'u avec u(x) = sinz, donc
L .5 . .
Gi(z) = 5 sin°z + A ou A est une constante réelle.

On peut aussi utiliser les formules trigonométriques et remarquer que cos x sinx = % sin(2z) dont

une primitive est —i cos(2x) et on pourrait dire que les primitives de g; sont les fonctions de la forme
1 N 2
Hy(z) = ~71 cos(2z) + B ol B est une constante réelle.

Mais comme cos(2z) = 1 — 2sin® z on obtient bien

1 1 1 1
Hy(z) = ~7 cos(2x) + B = ~7 + isinzx + B=G; enposant A= B — 1
Pour g, on reconnait, & une constante pres, une fonction de la forme vw'u? avec u(x) = (1 + z3),
donc

1 5 Concepts
Ga(z) = §(1 +2°)° +C ou C est une constante réelle. Notions
Exemples
. Exercices
Retour au grain Documents
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Exemple A.1.3

1
Calculons 'intégrale / xe “dx. On pose
0

f@)=z = flx)=1

gla)=e" = gl@)=-e",

et on obtient :

1 1
2
/ re "dx = [~ze ]} —/ (—e™®)dr = [~z )} — [e%)} = [~ze ™" — e ]} = - +1.
0 0

Au passage, ceci prouve qu’une primitive de 2 — ze~ % est —xe * — e~ *.

Retour au grain
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Exemple A.1.4

2 2
Calculons l'intégrale / Inzdx = / 1 X Inzdz. On pose
1 1

fl@)=lnz = f'(z)=
gx)=1 = g() ==z,

et on obtient :

2 2
/ lnxdacz[wlnm]%—/ de =[zlnz]? — [2]? = [tInz — 2]? =2In2 — 1.
1 1

Au passage, ceci prouve qu'une primitive de x — Inz est zlnx — x.

Retour au grain
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Exemple A.1.5
Soit f une fonction intégrable sur [—a;a] avec a > 0.
a 0 a
Par la formule de Chasles, f(z)dx = f(z)dx + / f(z)dz.
—a —a 0

Faisons le changement de variable © = ¢(t) = —t¢ dans la premiére intégrale. La fonction ¢ est de
classe C! sur [—a, 0], dz = ¢'(t)dt = —dt

0 ©(0) 0
f(z)dz = / fa)ds = / Fo(t)g (t)dt

—a

0
/ F(—t)(—dt)

— /Oaf(—t)dtz/oaf(—x)dx,

car la variable d’intégration est muette. Par suite,
a a a a
f@ds = [ f-apdo+ [ sz = [ (F(-0)+ f@)de
—a 0 0 0
Cas particuliers
— Si f est paire alors pour tout z, f(—z) = f(z) donc

a a Concepts
/ f(z)dz = 2/ f(a:)dx Notions
—a O
— Si f est impaire alors pour tout z, f(—x) = —f(z) donc
@ Exemples
_ Exercices
/_a f(x)dx =0 Documents
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En résumé, l'intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique est nulle, celle d’une
fonction paire est égale & deux fois l'intégrale sur [0, al.

Retour au grain
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Exemple A.1.6
Soit f une fonction périodique de période T ce qui signifie que pour tout z € R, f(x +T) = f(z).
b+T
Supposons f intégrable sur tout intervalle fermé de R. On se propose de calculer I = / f(z)dx.
a+T

Pour cela, nous allons effectuer le changement de variable z = ¢(t) = t + 7. La fonction ¢ est de
classe C! sur R et dz = ¢'(t)dt = dt. Ainsi,

»(b) b b
IZ/M f(x)dx:/a f(t—i—T)dt:/a F(t)dt.

Retour au grain
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Exemple A.1.7

2
Calculons / sh(sin¢) costdt. Posons x = ¢(t) = sint.
0

Nous avons ¢(0) = 0 et p(5) =1 avec ¢ de classe C* sur [0,1] on a de plus en dérivant,
dr = ¢ (t)dt = costdt

donc

[ME]
Il
c\
[ME]
w0
(o
~—
S
—~
~
N
N
AN
~
—
~
N2
IS
~

/ sh(sint) cos tdt
0

(%) 1
/ shxdr = / shrdr = [chz]j = chl — 1.
#(0) 0

Retour au grain
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Exemple A.1.8

1
Calculons les primitives de t — pour n > 2. Notons I, = / Wdt. On souhaite

1
(t+1)"
obtenir une formule de récurrence sur I,,. Pour cela, effectuons le changement de variable proposé
dans le cours.

On pose f(t) = W et ¢’(t) =1 donc f'(t) = @2;2% et g(t) =t ainsi,

t 2nt?
I, = =+ / dt
(2 +1) (2 + 1)~
on remarque que 2nt? = 2n(t?2 +1) — 2n donc

B t +/ 2nt2+2n / .
(t2+1)n (t2+1 n+1 t2—|—1 9 . a\n+1

t
= W + 2n[n — 2nIn+1

donc 2nl,11 = (2n—1) I, + W pour n > 1.
Ainsi :
Iy = Ly ——"
’ 427 g2 1 1)
3 (11 N t ) n t
= —|zh
;’)1 2 2 (t2 —Etl) 4 (t2 ;r 1)2 Concepts
A Notions
= —Arctant + + te
8 8(t2+1)  4(t2+1)
Exemples
Retour au grain DEOXCeJE:ZiiS
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Exemple A.1.9

S5 + 17

Calculons / —dx.
(x+2)(x—5)
La premiere des choses a faire est de décomposer la fraction en éléments simples :

oz + 17 6 1

(+2)(x—5) z—-5 =z+2

Ensuite, on intégre chacun des éléments simples qui sont de la forme

/ 5z + 17 dx—ﬁ/ dx _/ dx
(z+2)(x—5) B z—5 z+2

6ln|z — 5| —In |z + 2|+ C*®

(x—a)

Retour au grain
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Exemple A.1.10

2

Calculons / 73d:17.
(x+1)

La encore, il faut commencer par décomposer la fraction en éléments simples :

x? 1 2 1

@+1)? @+1P (@+12 o1l

On integre ensuite chacun des éléments simples, qui sont de la forme

(m—a)”:
/ z2 de — / dx _/ 2dx +/ dx
(z+13 (z+1)3 (z+1)2 T+1
1 te
= = 5 +Injz+1/+C
2(x+1)° =z+1

Retour au grain
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Exemple A.1.11

dx

Calculons I = / _.
24+z+1
La premiere chose a faire est de décomposer la fraction en éléments simples, or ici, elle est déja

décomposée. Il faut donc l'intégrer directement. C’est une fraction de la forme avec

2 n
(z2 + bz + ¢)
b? — 4c < 0. 11 faut donc écrire le dénominateur sous sa forme canonique :

ﬁ+m+k—m+12+§—§ éx+12+1
B 2 4 4\3 2

On fait ensuite le changement de variable ¢ = % (a: + %) donc dt = Qz))ﬁdx. On obtient alors

dx dx
Y N
v 1(5@+3) +1)
_ 4/2\?’/§dt
5/ 2+1

_ A@/ dt
)2+

Concepts
2V3 : ) . R . Notions
= =§>Arctan t + C* puis on revient a la variable =
= 2T‘/gArctan (2—‘3/3 (3;‘ + %)) + Cte Exemples
Exercices
Documents
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Exemple A.1.12

— Calcul de / sin® zdz. 11 ’agit d’intégrer une fonction polynéme en les variable sinz et cosz

avec n = 0 et m = 5. L’entier m est impair, on pose donc ¢t = cosz, d’ou dt = —sinzdz et

5 o 23
/sin" zdx = /—(1 —t3)2dt = /(—t4 +22 Nt =——+— —t+ O

d’ou

5 2 3
/sin5 rdr = —COZ x + CO; a: — cosz + C*.

— Calcul de / cos* zsin? zdx. 11 ’agit d’intégrer une fonction polynéme en les variable sinz et

cosx avec n = 4 et m = 2. Les entiers n et m sont pairs, il faut donc linéariser. Nous avons

coszsin?z = cos?zcos? zsin? x,
1 1
COSzl’Zg(COSQI+1), sin2X:§(176052X)
et sin2x = 2coszsinz
1 !
donc cos? zsin® x = (coszsinz)? = (2 sin 29:) =3 (1 — cos4x)
Concepts
Ainsi, Notions
5 1 .9 9
/ cos?zsin® zdr = / —(cos 2z + 1) S22 e
2 Exemples
1 1 1 Exercices
= 5 /cos 2x sin? 2xdx + 3 / 5(1 — cosdx)dx Documents
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cos 2z sin? 2xdx + 6 (1 — cosdz)dx

I .3 1 L. te
Esm 29:—}—%:6 6—451n4x+C’ .

Retour au grain
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Exemple A.1.13

1
1. ;1 = x)dx avec f(r) = ————.
! /f( ) f(@) sin z + sin 2x
il faut donc poser t = cosx donc dt = —sinxzdxz. Nous allons multiplier le numérateur et le
dénominateur par — sin z pour avoir le dt au numérateur et ensuite, se débrouiller pour ne faire
apparaitre que des cosz :

f(x)dx est invariant par le changement z — —ux,

dzr —sinxdz
sinx + sin 2x —sin? x — sinz(2sinz cos z)
—sin xdx
= ) . 2
—sin“x — 2sin“ x cos x
—sinxzdx

cos2z — 1 —2cosx(l — cos? x)
B dt B dt
2 -1-2t(1—¢2) (@Et—-1)E+1(2t+1)
1 dt 1 dt 2 2dt
671 2¢+1 32641
en utilisant le fait que sin 22 = 2 cos z sin x, que cos? f1t+ sin? 2 = 1 puis en factorisant 2t3 +¢2 —

-1t +1)2t+1)

2t — 1 et enfin en décomposant la fraction
Par suite,
Ji = éln|t—1|+%ln\t+l\ — §1n|2t+1\ +C
pui en revenant a la variable x

1 1 2
= 61n|cosx—1|+§ln\cosx—|—1|—gln|2005x+1|+0.

54 d g
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dxr

2+ sinx

. dx " s . . . .
Le quotient ————— n’étant invariant par aucun des trois changements de variable, on pose
sin

2+ sin 2dt 2t
t = tan 5 donc dx = m et sinx = e
g / 1 2dt
’ 2+ 2, (1+12)
dt
/7 ( voir calcul de TI)
t2+t+1

%Arc‘san t+ Cte

27\3/§'A1“Ctan (% (tan% + %)) + Cte

Retour au grain
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Exemple A.1.14

dx
1. K1= | —.
! /shx+sh2x

D’apres ’étude de Jq, il faut poser ¢ = chx mais attention, cette fois les formules sont
ch?z — sh?z = 1, sh2z = 2chashz et dt = shazdz. On obtient donc :

dx shadz
shz + sh2x shz + sha(2shacha)
shxdx
sh®z + 2sh®zcha
shxdz
ch?z — 1 4 2chz(ch?z — 1)

B dt B dt
2—1+2t(t2—-1) (-1t +1)(2t+1)
1 dt 1 dt 2 2dt
6t—1 26+1 3241

Par suite,

=
I

1 1 2

Concepts
1 1 2 Notions
= 6ln|chx -1+ §1n|chx +1| - gln|2ch:c +1]+C.
2. Exemples
Exercices
Ky = / dix Documents
chx + 2shx
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On fait le changement de variable t = e* donc dt = tdz.

dx
B2 = /t—
> dt

t2

\/_1 |t—Az

|+Cte

§1n|em;z|+cte

Retour au grain
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Exemple A.1.15

Soit la primitive suivante a calculer : L =

/ T __dx
V2r—5
On fait le changement de variable t?> = 2z — 5 donc tdt = dz.

2?45
L / 5 dt

t3 5t
o e Cte
5 + 3 +

1
Z(2x—5)2 + 2(2x —5)% + C**

6

Retour au grain
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Exemple A.1.16

SoitéucalculerM:/ ,(a=1>0et A=-3<0).

x
——dx
vz +o+1
On fait le changement de variable x 4 % = ?sht donc dx = @chtdt

(@sht — %) @cht
M = / dt
\/%sth + %
B / <§sht = %) ?cht
?\/ sh’t +1
V3 1

t
_ VBap_ o

_ chh (Afgsh (2\3/5 (:c + ;))) - %Argsh (Qf (x N ;)) L cte

= Va2+az+1- %Argsh <2\3/§ (:v + 1)) + C*

dt or \/sh2t+1:\/ch2t:cht car cht >0

2
Soit?acalculerN:/\/x2+4x+3, (@>0et A>0).

On fait le changement de variable  + 2 = echt avec t € R
—1six<-3

+1lsix>—1

donc dx = eshtdt

ou e =

59 d g

Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A

Ve2ch®t — 1 eshtdt

e sh?tdt

—

(ch2t — 1) dt

sh2t t) + Cte

sht cht —t) + Cte

(x + 2) sh (Argch (5 (z+2))) — Argch (e (z +2))] +
€

2
22+ 41+ 3 — §Arg0h( (z+2)+C"

KNIONIONIO N | (™
/\

+-—|,—\

Retour au grain
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Exemple A.1.17

0= /e%xdx

N 2x
1°*¢ méthode On pose f(x) = z et ¢'(x) = €2® donc f'(x) = 1 et g(x) = % et
62:1: 62:1:
= 22— [S4
(0] T 5 4z

er

2x
_ e te
= %5 @

28me 1 éthode Soit f(x) = e**(ax + b) une primitive de e**x.
On a f/(x) = e**(2azx + 2b + a) = €**x ce qui conduit au systéme
20 = 1 a =
at2b = 0 b =

2z 2z

- e e
Ainsi, on retrouve que /e%xd:ﬂ =T - + Ce,

| »ol=
=

Retour au grain Concepts
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A.2 Exemples du chapitre |l

A2 1 e e e 63
A2.2 e e 65
A23 e 66
A24 e 67
A25 e e 68
A2.6 69
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Exemple A.2.1

1
1. Etudions la convergence de / In zdz.
0

La fonction  — In z est continue sur ]0; 1], il faut donc étudier la convergence en 0. On utilise
la définition.
1
/ Inzde = [zlnz —z]; = -1 —tlnt+t
t

donc

1
/ Inzdr = lim (-1 —tlnt+1¢) = —1
0

t—0

1
donc / In zdx converge.
0

+oo d
2. Nature de/ 5 x ?
o z¢+1

La fonction z +— z%ﬂ est continue sur R, il faut donc étudier la convergence en +oo. On
utilise la définition. Soit ¢ un réel positif.

t
dx Concepts
/ Fop [Arctanz]y = Arctant Notions
0
donc
T dx . 0
711 = lim Arctant = 5 Exemples
0 e+ ==res Exercices
Documents

et I'intégrale converge.
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dz
3. Convergence de / —7
2 0o Vv 1-— CL‘2
La fonction z —— ﬁ est continue sur [0; 1], il faut donc étudier la convergence en 1. Soit
t € [0;1].

¢
/0 \/;l—f_‘%a = [Arcsinx]é = Arcsint

donc

= lim Arcsint = g

/1 dx
0 1/]__1,.2 t—1

Retour au grain
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Exemple A.2.2

Convergence de /
& V1-— (L‘2

La fonction z — \/1%7 est continue sur | — 1; 1], il faut donc étudier la convergence en —1 et en

1. Soit c E] — 1;1[. Alors

/ \/1 — x2
lim

T
t%l/c 1/1_x2_§

= [Arcsinz]; = Arcsine — Arcsint et

= [Arcsinz]’ = Arcsint — Arcsinc et

— Arcsine.

lim ————— = Arcsine + g

t—=—1J, /1— a2
Ainsi / 1 7613: et / ‘ 7d$
1 B c dl’ 1 T
/_1W‘/_1W+/_1W

t gentes d / & t gente. De pl
sont convergentes donc ——— est convergente. De plus,
—1V1—22?

= Wo

Concepts

Retour au grain .
Notions

Exemples
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Exemple A.2.3

a a
/ 23dx = 0 car la fonction x — 2% est impaire, donc  lim x3dx = 0, mais ceci n’a rien &
a—-+oo
—a J—a

+oo

voir avec la convergence de l'intégrale / x3dx. La fonction z — 3 est continue sur R, il faut
—0o0

donc étudier la convergence en —oo et en +o00. Soit donc ¢ un réel quelconque.

i o ot A ' a Foo .
/C xvdr = [Z]f =1" 7 et aEI—&I-loo i x”dx = 400 donc / x°dx diverge.

— 00

Retour au grain
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Exemple A.2.4

+o00 2

Nature de / e ¥ dx?.
a>0

.”1?2

La fonction  — e~ est continue sur [a; +ool, il faut donc étudier la convergence en +oo.

oo dg
Vz € [a,+o0[, 0 < 22 < e* donc e™® < =. Or / — converge (intégrales de Riemann en
>0 T
+o0 R “
+00 avec @ = 2 > 1) donc / e~ " dx est convergente.
a>0

Retour au grain
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Exemple A.2.5

b
dz
Nat d —7
e e/o vz (L+2?)

1
La fonction & — —=———— est continue sur ]0; b], il faut donc étudier la convergence en 0.
Vv (14 22)
1 b da "y . 1
.Nous savons que / T converge (intégrale de Riemann en 0 avec a = 5 < 1)
0

~
0 x

1
Va(+a?)

"

b d
donc/ _—
Jo vV (l+2?)

est convergente.

Retour au grain
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Exemple A.2.6

—+oo

cos

Etudions la nature de —
1 %

, cosz . .y

La fonction f : x — ——— est continue sur [1,+oo[ donc f est localement intégrable sur [1,+o0[

mais n’est pas de signe constant, donc on étudie ’absolue convergence.

0< ‘cosx‘ - 1
=728 | =58

et l'intégrale de la fonction x —— %3 est une intégrale de Riemann en +o00 d’exposant a = 3 > 1, elle

coszT
3

est convergente. Par majoration, l'intégrale de x —— ’ ’ converge, 'intégrale qui nous intéresse

x
est donc absolument convergente, donc convergente.

Retour au grain
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Exercices du chapitre |
Exercices du chapitre |l
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B.1 Exercices du chapitre |

B.L.1 e e e e 72

B.1.2 e e e 73

B.1.3 e e e 74

B.1.A e e e 75

B.1.5 e e e 76

B.1.6 e e e e 77

B.L.7 e e e e e 78

B.1.8 e e e 79

B.1.9 e e 80

B.1.10 . . e e e e 81

B.L.11 e e e e 82
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Notions
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Exercice B.1.1

Calculer les primitives suivantes.

1. I = /tan(m)dx

2. I =/coszsin3zdm

X
Ay = | ————d
3 4, /(a2+x2)" €Z

Retour au grain

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2 Aide 1 Aide 2
Question 3 Aide 1 Aide 2
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Exercice B.1.2

Calculer I5 = / Arctan zdx.

Aide 1 Aide 2 Aide 3

<« précédent

Retour au grain
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Exercice B.1.3

Calculer la primitive suivante I = /

Aide 1 Aide 2

eZ

1+ e2e dr

Retour au grain
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Exercice B.1.4

<« précédent

1
Calculer la primitive suivante I7 = / V1 — 22dz.
0

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

Retour au grain
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Exercice B.1.5

Calculer la primitive suivante I,y = /

Aide 1 Aide 2 Aide 3

z?2 -1
——d
z(x? +1) .

Retour au grain
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Exercice B.1.6

Calculer la primitive suivante Iy = /

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

x

C-D@+mra) ™

Retour au grain
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Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents




<« précédent section A

Exercice B.1.7

Calculer les intégrales suivantes :

Tl
1. I12 =/ dx
o COST

sinz
2. L1z = d
13 /0 1+ cosx + cos 2z *

Retour au grain

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice B.1.8

1
Calculer la primitive I14 = / —dux.
shz

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Retour au grain
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Exercice B.1.9

4
Calculer I15 = / du

Aide 1 Aide 2 Aide 3

2+vz (4+ 4z — 22)3

Retour au grain
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Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents




<« précédent

Exercice B.1.10

ch3
Is = / V2 — ldz.
1

Retour au grain

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice B.1.11

shs
Iy = / V1 + z2dz.
0

Retour au grain

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice B.1.12

Z  sinzd
. sin xdx
Soit I1s = —,
o COST+sinx

T _

1. Faire le changement de variable u = § — z. Que devient I ?

2. En déduire la valeur de I;g sans aucun calcul de primitive.

Retour au grain

Solution

Question 2 Aide 1 Aide 2

suivant »
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Exercice B.1.13

Soit f(x) =sinx.
27

f(z)dz

27

f(z)dz

1. Calculer

2
et / |f(z)|dx et vérifier que
0

0 0
2. Vérifier que f(z)dx| = / |f(z)|dz. Justifier cette égalité.
Retour au grain

Solution

suivant »
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Exercice B.1.14

Inz
Le but de cet exercice est de démontrer que lim — =0.
r——+o00 X

1. Montrer que pour tout t > 1, 0 < % < %

1
2. En déduire que pour tout z > 1, 0 < Inz < 2,/z — 2, puis calculer lim ﬂ.

rx—+o00 X

Retour au grain

Solution

Question 2 Aide 1 Aide 2
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B.2 Exercices du chapitre |l

B.2.1
B.2.2
B.2.3
B.2.4
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Exercice B.2.1

Donner la nature des intégrales suivantes

oo dt
1.
/0 1412

2. / tan xdx
0

d
Inz v

Retour au grain

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice B.2.2

Etudier la nature des intégrales suivantes

" /+°° dx
" Js  2?Inz
) /+00 2
“Jo er-—1

: dr
3./0 —:L'QIn:vdx

section A

Retour au grain

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 3 Aide 1 Aide 2
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Exercice B.2.3

Etudier la nature des intégrales suivantes
1 / ! dx
“Jo z(1—2)

“+o0 t2
2 [ g
o 1+ttt

Retour au grain

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2 Aide 1 Aide 2
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Exercice B.2.4

* zsinz
1+ 23

+
Etudier la nature de /
1

Retour au grain

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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C.1l
C.2

Documents du chapitre |
Documents du chapitre Il
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C.1 Documents du chapitre |

C11 Démonstration du lemme 1.4 . . . . . . . . ... ... 93
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Document C.1.1 Démonstration du lemme 1.4

Conséquence évidente de (I.1).

Retour au lemme 1.4 A
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Document C.1.2 Démonstration du théoréeme 1.11

f est continue sur le fermé borné [a,b] donc f est uniformement continue c’est-a-dire : Ve >
0, 3n > 0 tel que Vz, y € [a,b] vérifiant |z —y| <n, on a |f(z) — f(y)] < e.

Soit 0 = {a =x¢ < 21 < --- < x, = b} une subdivision de pas inférieur & n donc Vz € [z;,z;1],
ona: |f(x)— f(z;)] <e.

Soient g et h définies par

g(l‘)_{ f(l’j)*&‘ size]xj,xj_H[

| fl=j) siz=z;,1<j<n
| flzj)+e sizelz;, x|
h(x){f(azj) siz=x;,1<j<n

On vérifie que ces deux fonctions sont en escalier sur [a, ] et on a donc

Vz € [a,b],g(z) < f(z) < h(z) et

/b(h( ) — dzf25z —xzj_1) =2¢e(b—a)

Concepts

Retour au théoréeme .11 A Noti
otions
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Documents
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Document C.1.3 Démonstration de la proposition 1.13

Nous avons

Vzelab], flz) < |f(z)
donc / f(z < / |f(x)|dx par croissance de l'intégrale.
De méme, V z € [a,b], —f(z) < |;(x)|
donc / f(z < /b |f(x)|dx
ab
Par suite, < / |f(z)|dx

D’autre part, || f|lco = Sup,efqp) |f(2)] done V z € [a,b], [f(z)| < || flloo et en intégrant membres
a membres, on obtient :

b b b
/If(w)ldwé/ ||f|\oodx:||fuoo/ 1z = (b — )| lloo-

Concepts
Retour a la proposition .13 A Notions

Exemples
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Documents

95



<« précédent section A suivant »

Document C.1.4 Démonstration de la proposition 1.14

i) Inégalité de Schwarz :

b
On sait que (/ Af(z)+ g(x))%ia:) > 0 donc, en développant le carré on obtient :

b
( [ 021@P + 27 @)gte) + |g<x>|2>dx> >0
et en utilisant la linéarité on obtient

b b b
\? (/ f(w)lgdw> + 2 </ f(x)g(w)dx> n </ |g(x|2da:> >0

Il s’agit d’un trindme du second degré en A\ qui est toujours positif, donc son discriminant A
dont étre négatif ou nul :

b 2 b b
A=4 ( / f<x>g<m>dx> —( / f<x>|2dx> ( / |g<x|2dx> <0
Concepts

ce qui prouve I'inégalité de Schwarz. Notions

Exemples
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ii) L'Inégalité de Minkowsky :

<4<

b
/ @)+ g(@)Pde =

IN

IN

d’ou 'inégalité souhaitée.

b b b
/ @)z + 2 / | (@)g(x) d + / l9(z) Pdx

et d’apres Cauchy-Schwarz

/ablf(x)IQde (/ab|f(x)2da:> (/abg(x)|2dx>+/abg(x)|2dx
( / b If(w)l2dm> ' ( / b |g<x>|2dw>

Retour a la proposition 1.14 A
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Document C.1.5 Démonstration du théoréme 1.16
Soit x € [a,b]. f est continue en z donc

Ve >0,3In>0tqVy€lab], |y —z|<n=|f(z) - fly) <e.
Soit y € [a, b], on peut supposer x < y alors on a :

Fly) = Fo) = (v =) f@) = [ (50) = f@) e

d’ou, pour tout [y — =z <7, [F(y) — F(z) — (y — ) f(2)]| < ely —z|.
Donc si z € ]a,b], on a bien F'(z) = f(x).
Siz=a (resp x =b), on a F)(z) = f(z) (resp F) () = f(z)).

En supposant y < z, on obtient

La suite se faisant de la méme maniere.

Retour au théoréeme .16 A
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Document C.1.6 Démonstration du théoréme .17

f étant continue, elle admet une primitive F' dérivable sur |a, b[. Ainsi, en appliquant le théoreme
de Rolle & F', on en déduit l'existence d’un point ¢ € ]a, b[ tel que

F(b) = F(a) = (b—a) F'(c)

Retour au théoreme 1.17 A
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Document C.1.7 Démonstration du théoréme 1.19

Nous savons que (fg)' = fg' + f'g donc fg' = (fg)' — f'g et en passant aux intégrales, on a le
résultat attendu.

Retour au théoreme .19 A
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Document C.1.8 Démonstration du théoréme 1.20

u p(u) u
Soient F'(u) = f(x)dz, G(u) = F(p(u)) = / f(z)dx et H(u) = / Flp(@)¢ (t)dt.
#(c) #(c) c
Par définition des primitives, F'(u) = f(u), F(¢(c)) =0, H(c) =0 et H'(u) = f(p(u))¢'(u).
Nous avons d’autre part G’ (u) = F'(¢(u))¢' (u) = f(o(uw)¢'(u). Ainsi, pour tout v € [¢, d], G'(u) =
H'(u), par suite, comme [c, d] est fermé, nous avons pour tout u € [¢,d], G(u) = H(u) + C* avec

Ct =G(c)— H(c) = F(p(c)) — H(c) = 0.

Ainsi, pour tout u € [¢,d], G(u) = H(u) et pour u = d on obtient

»(d) d
G(d) = / f(@)de = H(d) = / Fo®)g ().

Retour au théoréme .20 A
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C.2 Documents du chapitre |l
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Démonstration du théoreme I1.25 . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 104
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Document C.2.1 Démonstration du théoréme 11.24

Sia>0, I% est continue sur [a, b] donc intégrable sur [a,b] pour tout b réel.

b b>0
Calculons / — . En faisant tendre a vers 0 nous connaitrons la nature de / —dz et en
0

C
o B x

+oo 1
faisant tendre b vers +o0o nous connaitrons la nature de / —ada:
a>0 T
ler cas o # 1.
_ b _ _
b dr |:17 a+1:| b a+1 a a+1

—a+1 :—a—i-l_—a—i—l
——— N —

(1) 2)
(1) admet une limite finie quand b — 400 si et seulement si —a+ 1 < 0 donc a > 1.

(e
am a

(2) admet une limite finie quand a — 0 si et seulement si —a+ 1 > 0 donc o < 1.

2eme cas o = 1.

0
/ dr _ nz]’ = Inb — Inb
" aT S =~
®3) )
(3) (resp. (4)) diverge quand b — +oo (resp. a — 0).
Concepts
Notions

Retour au théoreme 11.24 A
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Document C.2.2 Démonstration du théoréme 11.25

La fonction z — F(x) =

x

f(t)dt est croissante puisque F'(z))f(z) > 0 . L’intégrale conver-

a
gera, si et seulement si lin}) F(x) existe. Or, comme F est croissante, cette limite n’existe que si F' est
xTr—

bornée.

Retour au théoreme 11.25 A
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Document C.2.3 Démonstration du théoréme 11.26

Si pour tout t € [a,b[,0 < f(t) < g(t) alors pour tout = € [a, b]

og/jf(t)dtsfjg(t)dt

Ainsi,
b
— si lintégrale /

a

g(z)dz converge, alors / g(t)dt est bornée, donc / f(t)dt est borné et I'in-

b
tégrale/ f(z)dz converge.
a

b a3
— si I'intégrale / f(x)dx diverge, comme F' est croissante, cela signifie que / f(t)dt n’est pas
a a

x

bornée, donc /

a

b
g(t)dt n’est pas bornée non plus et I'intégrale / g(z)dz diverge.
a
Retour au théoreme 11.26 A
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Document C.2.4 Démonstration du théoréme 11.27

Supposons pour la preuve que f et g sont positives. Si elles sont négatives on posera f; = —f et

b b
g1 = —g. Il est clair que les intégrales / f(x)dx et / (= f(x))dz sont de méme nature.

f(z)
flz z) <= lim —= =1
(@) 7 9(2) e—b g(x)
Ceci signifie que Ve > 0 il existe un voisinage V de b tel que si x € V alors
f(=) '
— — 1| <e
'g(w)
— —£< @ —-1l<e
9(z)
— l—-e< @ <l+e
9(x)

Donc si nous prenons € < 1 nous obtenons

0<(1-e)g(x) < flz) <(1+e)g(z)

Ainsi,
b b
1. si / f(x)dx converge alors la majoration 0 < (1 — ¢)g(z) < f(z) entraine que / g(z)dx

a a
converge.

b b
2. si / f(x)dx diverge alors la majoration 0 < f(z) < (1+¢)g(x) entraine que / g(z)dz diverge.
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<« précédent section A

b

b
. s / g(z)dx converge alors la majoration 0 < f(z) < (1 + ¢)g(x) entraine que / f(x)dx

converge.

b b
. si / g(x)dx diverge alors la majoration 0 < (1—e¢)g(x) < f(z) entraine que / f(z)dz diverge.

b b
Bilan Les intégrales / f(z)dx et / g(z)dz sont de méme nature.
a a

Retour au théoreme 11.27 A
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Aide 1, Question 1, Exercice B.1.1

La fonction est de la forme *-.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice B.1.1

s
I, = —In|cosz| + C puisque tanz = 2T et que (cos)'(z) = —sinz

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice B.1.1
3

La fonction est de la forme u/u?.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice B.1.1

I, = Ysin® 2 + C puisque coszsin® z = (sin)’(z)(sin)?(z)

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice B.1.1

’
u
umn

La fonction est de la forme

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 3, Exercice B.1.1

—Sin=1:I; =1ln(a®+2?)+C.

—Sin>1: L= 55wy + C-

Retour a |'exercice A



Aide 1, Exercice B.1.2

Ecrire Arctan = 1 x Arctan z et faire une intégration par parties (I.P.P.) en intégrant 1.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Exercice B.1.2

1
1+ 22

On rappelle que (Arctan )/ (z) =

Retour a |'exercice A



Aide 3, Exercice B.1.2

Is = zArctan z — 3 In(1+ 2%) + C

En effet, posons

1
1+ 22
gdx)=1 = g(z)=r,

f(x) =Arctanz = f'(z)=

et on obtient :
xdx

/Arctan xdr = wArctan x — / —_—
1+ 22

1
= zArctan © — 5 In(1+ 2%+ C

Retour a |'exercice A



Aide 1, Exercice B.1.3

Faire le changement de variable ¢t = e*

Retour a |'exercice A



Aide 2, Exercice B.1.3

Ig = Arctan e* + C.

En effet, si t = e” alors dt = e*dx et
I/ewd/lthtt—i-CAt””—FC
= | ———dx = [ ——dt = Arctan = Arctan e
0 14 e2e 1+ 2

Ne pas oublier ensuite de revenir a la variable x.

Retour a |'exercice A



Aide 1, Exercice B.1.4

La fonction & — /1 — z2 est définie pour tout = € [—1,1]. Par quoi pourrait-on remplacer de tels x ?

Retour a |'exercice A



Aide 2, Exercice B.1.4

Faire le changement de variable = cost (par exemple, le changement x = sint¢ fonctionne aussi) et linéariser.

Retour a |'exercice A



Aide 3, Exercice B.1.4
On rappelle que 2sin®t = 1 — cos(2t)

Retour a |'exercice A



Aide 4, Exercice B.1.4

Soit & = cost = ¢(t) et dz = ¢'(t) = —sintdt, alors 0 = (%) et 1 = ©(0) donc
1
I; = / V1 — 22dx
0
©(0)
V1 —2x2dz
e(3)
0
(—sint)v/1 — cos? tdt

I
—

s
—sin?tdt car 1—cos’t =sin’t et V¢ € [0, 5], sint >0 donc /1 —cos?t=sint

J
= /0’2“ sin? tdt car /ab f@)dt = /b“ f)dt
J

£
= 5(1 — cos2t)dt par linéarisation
1 2 1, 7 s
= |[-(2t—sin2t| =-(2--0-0=—
[4( sin }O 4( 5 0)—0 1

On remarque que comme on a changé les bornes de l'intégrale en méme temps qu’on a fait le changement de variable, on n’a
pas a revenir a la variable x comme nous I’avons fait dans ’exercice précédent.

Retour a |'exercice A



Aide 1, Exercice B.1.5

Décomposer la fractoin en éléments simples.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Exercice B.1.5

2
z°—1 2x

La décomposition en éléments simples de la fraction est = - —.

x(x2+1) 224+1 =z

Retour a |'exercice A



Aide 3, Exercice B.1.5

2+ 1

110 =In

+0

x dx /
En effet, I = / ﬁdz — dpy / — et le premier terme est de la forme *-, le second de la forme % et pour tout réel
x x
a et b stricetement positif, Ina —Inb =1n .

Ainsi,
110 :1n\1+332| —ln\a?|—|—C

d’ou le résultat.

Retour a |'exercice A



Aide 1, Exercice B.1.6

Décomposer la fraction en éléments simples.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Exercice B.1.6

La dé iti {léments simples de la fraction est * L1 T2
a decomposition en elements simples de la rraction es = - — o
P P z—1)(2+20+2) 5\z—1 22+2z+2

Retour a |'exercice A



Aide 3, Exercice B.1.6

Il faut faire apparaitre au numérateur de la seconde fraction, la dérivée du dénominateur (& savoir 2z + 2) et écrire ce
dénominateur sous la forme canonique.

Retour a |'exercice A



Aide 4, Exercice B.1.6

1 1 3
]11:gln|x—1\—Eln|m2—|—2x+2|+gArctan (z+1)+C

1 — 2
En eﬁet, 111 é( 1d$/2—~l_‘2—’_2d$> et
T — T T
z—2 1 2z2—-4 122+2-6

_x2+2x+2:_§x2+2x+2:_§x2+2x+2'

On doit donc intégrer :

1 1 1 2z+2 0 3
5\z—1 222+2x+2 (z+1)2+1

d’ou le résultat.

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice B.1.7

Appliquer les regles de BIOCHE.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice B.1.7

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 1, Exercice B.1.7

. .. dx dx cosx dx cosx dt
t = sinz donc dt = cos xdz. Ainsi, = = —— = o
CoS T cos2 x 1—sinz 1—1

Deplus,sz@tzOetxz%@tzg.Onadonc

V2
z 3
- / dt = Argthg.
0

1—1¢2

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice B.1.7

Appliquer les regles de BIOCHE.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice B.1.7

sin xdx

est invariant par le changement de variable z — —z car d(—x) = —dzx, cos(—x) = cosz, cos(—2z) = cos 2z
1+ cosx + cos 2z
et sin(—z) = —sinz. Il faut donc poser ¢t = cos x.

Retour a |'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice B.1.7

Apres changement de variable vous obtenez un fraction qu’il faut décomposer en éléments simples.

Retour a |'exercice A



Aide 4, Question 2, Exercice B.1.7

T sin x
I3 = dx
19 /o 1+ cosz + cos 2z
t = cosz donc dt = — sin zdz. Comme cos 2z = 2 cos?  — 1 on obtient
sin xdx _ sin xdx o —=dt
1+cosxz+cos2x 1+4cosx+2cos2z—1 t(1+2t)

Deplus,x:()@tzletngﬁtzédonc

; _/“’f—dt_/ldt_/l 12 Yoo [l
Bty JgtQ+a) S\t 1+2t) 0 [ |1+2t

L V2 2+2v2 ) _
carInz = —In3 et —ln(2+2\/§) =In (T) =1n(2 + v2).

1
:|\/5
2

Retour a |'exercice A

=1n(2+v2) —In3,



Aide 1, Exercice B.1.8

d
Appliquer les regles de BIOCHE a — T
sin x

Retour a |'exercice A



Aide 2, Exercice B.1.8

—— est invariant par le changement de variable z — —z car d(—x) = —dz et
sin
sin(—z) = —sinz, il faut donc poser ¢t = chz.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Exercice B.1.8

sh h
t = chx donc dt = shadx. Ainsi, d—x =5 xde = 82 22 = s .
shz sh®x ch’z—1 -1

On a donc 1

Retour a |'exercice A



Aide 1, Exercice B.1.9

Ecrire 4 + 4z — 22 sous forme canonique et faire le changement de variable approprié pour faire disparaitre la racine carrée.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Exercice B.1.9

d+4z—22=—(22 -4z —-4) = —[(z —2)2 -8 =8 — (x — 2)? donc

2
-2 x
VA + 4 — 22 = 2/24 /1 — (m > . II faut donc poser ——
2v/2 P 2v/2

= sint par exemple. (cf i7abel)

Retour a |'exercice A



Aide 3, Exercice B.1.9

=2
Soit donc i sint, nous avons dr = 2v/2 cos tdt et
2v2

(4+ 4z — 22)3 = (2v2)? <1 - (H

2 2
. D’autre art,x:2+\@<:>tzﬂetx:4<:>t:1
2ﬁ>) P 6

Par suite,

).

e
! _/Z Dt _/ZCOStdt_/Xdﬁ—l[tant]zlr—lu_\/g
15_% x_22%_18cos3t_ - 8cos2t 8 58 3
2v/2)3 | 1—
(f)( (m))

Retour a |'exercice A



Aide 1, Exercice B.1.10

x — Vz? — 1 est définie pour tout z > 1 (et aussi pour x < —1, mais d’aprés l'intervalle d’intégration, on ne s’intéresse
qu’aux z positifs). Par quoi pourrait-on remplacer de tels « 7 (Penser aux fonctions hyperboliques).

Retour a |'exercice A



Aide 2, Exercice B.1.10

Faire le changement de variable x = cht et linéariser.

Retour a |'exercice A



Aide 3, Exercice B.1.10

Soit z =cht et de =shtdt. Onaz=1<t=0et x =ch3 & ¢t = 3 donc
3

Is = h*tdt = —(ch2t — 1)dt = —sh6 — —.
8 /OS /0 2(c ) 5 .

Retour a |'exercice A



Aide 1, Exercice B.1.11

V1 + x2 est définie pour tout z € R. Par quoi pourrait-on remplacer de tels x ?(Penser aux fonctions hyperboliques).

Retour a |'exercice A



Aide 2, Exercice B.1.11

Faire le changement de variable x = sht et linéariser.

Retour a |'exercice A



Aide 3, Exercice B.1.11

Soit z =sht et de =chtdt. Onaz=0<t=0et x =shb5 & ¢t =5 donc

> 1 1 5
Iy = / chtdt = / —(1 4 ch2t)dt = —sh10 + —.
o b 2 4 2

Retour a |'exercice A



Solution de I'exercice B.1.12

7 _/75 sin zdx _/0 sin(§ — u)(—du) _/72r cos udu
107 ), cosz+sinzg  Jx cos(Z —u)+sin(Z—u) J, cosu-+sinu’

b3 2 2

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice B.1.12

Calculer I + I16 en écrivant I de deux manieres différentes.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice B.1.12

™

sinadz 7 cosxdr 2 T
2116: " aF " = dr = — donc 116:%-
o COsSZ+sinz o COST+sinz 0 2

Retour a |'exercice A



Solution de I'exercice B.1.13

2m 2m ™ 2m
1. / sinzdxz = [~ cosz]2™ = 0 et / | sin z|dx = / sin xdx — / sin zdx car la fonction sin est positive sur [0, 7] et
0 0 0 ™

27
négative sur [, 27]. Ainsi, / |sinz|dx = — cosm + cos0 — (—cos 2 + cos ) = 4 et sur cet exemple, on vérifie que
0

27
/ sin zdx
0

0 0 0
2./ sinzdr = [~ cosx]® = —2 et/ |sinx\daz=—/ sin zdx = 2.

2m
:O§4:/ | sin z|dz.
0

—T
—T —1T —T

0
/ sin zdx
—T

0
Par suite, =2= / | sinz|dz. On a égalité car la fonction sin est de signe constant sur [—, 0].

—T

Retour a |'exercice A



Solution de I'exercice B.1.14

Sit>1alorst > +/t > 1 et en passant aux inverses, on change le sens des inégalités et on obtient

0<-<

o~ | =

Sl -

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice B.1.14

Intégrer entre 1 et x 'inégalité obtenue en (a), diviser par = (z > 0) et faire tendre = vers +oo.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice B.1.14

0< L < ;
=% =
1 1
0< / —dt < / —dt
1t 1 Vit
0<[mt)f < P2Vilf
0<Inz < 2z —2
0< Inz < 2 2
. T Wt oz
. 2 . 2 , : . Inz
et comme lim — = lim — =0, on a nécessairement lim — = 0.
r——+o0 X T—+400 I x—4+oc0 I

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice B.2.1

b
dt
Calculer / —— puis faites tendre b vers +oo.
o 1+12

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice B.2.1

Une primitive de ¢t — 5 est Arctan ¢.

1+t

Retour a |'exercice A



Aide 3, Question 1, Exercice B.2.1

1
La fonction ¢t — T est continue sur R, il faut donc étudier la convergence en +oc.
bdt b .
—— = [Arctan t]; = Arctan b puisque Arctan 0 = 0.
o 1+1t2
b
dt
Ainsi, lim % _ lim Arctanb=Z.
b—-+o00 0 1 + t2 b——+o00 2

—+oo
L’intégrale —— converge et vaut Z.
8 /0 1412 8 2

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice B.2.1

b
Calculer / tan zdx puis faire tendre b vers 7.
0

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice B.2.1

sinx

Pour trouver une primitive de x — tan x écrire tanx =
cos T

Retour a |'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice B.2.1

La fonction & — tanx est continue sur [0; 5 e

; 51, il faut donc étudier la converge en

b b
sinx
On a / tan zdr = / dx = [—1n|cosx|}g = —In | cosb| puisque cos0 =1 et Inl1 = 0.
0 0 CoST

™

b 2
Ainsi, blin}r / tan xdr = blin}r —In | cosb| = 400 donc / tan xdz diverge.
—2Jo —2 0

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice B.2.1

z—1

Cherchez la limite quand x tend vers 0 et quand x tend vers 1 de .
nz

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 3, Exercice B.2.1

€T —

. ox—1
im =0et lim —— = 1. Que peut-on conclure ?
z—0 lnax z—1 lnx

Retour a |'exercice A



Aide 3, Question 3, Exercice B.2.1

z—1
Inx

La fonction f : z +—— est continue sur ]0, 1], il faut donc étudier la convergence en 0 et en 1.

1. Etude en 0
T —
On constate que lir% I = 0 car lir% Inz = —oo. La fonction f est donc prolongeable par continuité en 0, il n’y a
xTr— nr q==>
donc plus de probleme de convergence.

2. Etude en 1

Poson w = x — 1 pour se ramener en 0. Alors

rz—1 U U
= N—:]_
Inz In(1+wu) 0u

La encore, la fonction f est prolongeable par continuité en 1, il n'y a donc plus de probleme de convergence.

1
Ainsi, I'intégrale / dx converge.
0

nr

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice B.2.2

Utiliser la reégle du 2 f(z) en +o00 ou les croissances comparées entre les polynomes et le In.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice B.2.2

La fonction f : x — — est continue et positive sur [2, +oo], il faut donc étudier la convergence en +oco.
z?Inx
1. lere méthode
1
22lnz  Inz
dx

+oo
donc l'intégrale / T
9 z?lnx

On constate que x> — 0 quand z tend vers +oo, donc il existe « = 2 > 1 tel que lim zf(z) =0
xT

——+o00

converge.

2. 2eme méthode
On sait pour tout z > 3 et tout a > 0

1< Inz <z¢

1> 1 > 2

= Inz e

1 = 1 . 1
ﬁ = z2?2lnz = rat2

1
En particulier, 0 < g < —; dont l'intégrale est une intégrale de Riemann en +oco d’exposant 2 > 1 et qui converge,
?Inz ~ x
dx

+oo
donc par majoration des fonctions positives, I'intégrale / —_
2

> converge.
z?lnx

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice B.2.2

Simplifier la fonction a étudier en donnant un équivalent aux voisinage des points ot vous étudiez la convergence, puis utiliser
en +oo la croissance comparée entre les polynomes et les exponentielles ou la regle du z® f(z) en +oo.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice B.2.2

Onae* —1~zete®—1 ~ €.
0 oo

Retour a |'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice B.2.2

2
La fonction f : x ——

1 est continue et positive sur |0, +-oo], il faut donc étudier la convergence en 0 et en +oco.

1. Etude en 0 Le DL en 0 de « — €® est €* = 1 + x + z&(x) avec ,llirr%]s(x) =0donc e” —1 =z + ze(z) et e” — 13% . Par
suite,

72

2
et —10 x

=X

2

x
On a lim 1= lin%) x = 0. La fonction est donc prolongeable par continuité en 0 et il n’y a plus de probleme de
convergence. o
2. Etude en 1 Au voisinage de 400, c’est 'exponentielle qui ’emporte sur la constante donc e* — 1+~ e’ et
oo
z2 x2

~

e* —10 e*

+oo .2
x
Il suffit donc d’étudier la convergence de / —dz au voisinage de +o0.
(a) lere méthode
4

On constate que IQ:—j = % — 0 quand z tend vers +oo, donc il existe a = 2 > 1 tel que lim 2 f(z) = 0 donc

r——+00

+ oo
I’intégrale / 2l converge.
2

(b) 2éme méthode
On sait pour tout z > 1 et tout a > 0

1< ¢ <eé*
L 1

1> L >
- xT _GI

2

T

> s >

®
8



. . . 2 . 7 . 7 .
En particulier, si nous prenons o = 4, nous avons 0 < & < ;12 dont 'intégrale est une intégrale de Riemann en
o0 72
+oo d’exposant 2 > 1 et qui converge, donc par majoration des fonctions positives, 'intégrale / — converge
1 e
2

+oo
et par la regle des équivalents, / ——dx converge.
1 6

r—1

o0 2
Ainsi, I'intégrale / ﬁdx converge.
0 @

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice B.2.2

Utiliser la regle du z® f(z) en 0 ou les croissances comparées entre les polynomes et le In.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 3, Exercice B.2.2

. 1 .
La fonction f : z — — est continue sur | O,% il faut donc étudier la convergence en 0. La fonction est négative sur
z2In

1
2
10, %] on va donc étudier la nature de l'intégrale 21 ———dx en 0.
z?lnzx
1. lere méthode
—1 —

On constate que t——— = — 400 quand x tend vers 4+oo puisque lim zInz = 0. Ainsi, il existe o = 1 tel
z?2lnz  zlnz z—0
o 2 dz
que lim z%f(xz) = +oo donc l'intégrale z diverge.
T—+00 0 T Inz

2. 2eme méthode
On sait pour tout z > 0, —Ilnz = ln% et on a alors, pour tout z > 0 et tout o > 0

1 1\ ¢
—Inz=In—- < () =z ¢
T T

-1 1
>
Inxz — o«
—1 = 1
z?lnxg — gt

1 1

En particulier, si a = %, alors 0 < — < — . Or l'intégrale de la fonction du milieu est une intégrale de Riemann
€Tz r°1inax

1

3

diverge. Ainsi,

en 0 d’exposant % > 1 qui diverge, donc par minoration des fonctions positives, l'intégrale /0 2

1
2 dx
Iintégrale / 5 diverge.
o 2?Inzx

Retour a |'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice B.2.3

Donner un équivalent de la fonction au voisinage des points ou vous étudiez la convergence, quitte & faire un changement de
variable.

Retour a |'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice B.2.3

La fonction x — ﬁ est continue sur |0; 1[, il faut donc étudier la convergence en 0 et en 1.
z(l—z

1. Etude en 0 La fonction étant poisitive, on peut écrire

1 1
z(l—x) 0 Vx
dont l'intégrale est une intégrale de Riemann en 0 d’exposant i < 1 qui converge. Par suite l'intégrale de ————
2 Va(l—z)

converge en (.

2. Etude en 1 Pour se ramener en 0 on pose v =1 — 2 d’ou x = 1 — u. Ainsi
1 1

1
Vel —z) ul-u) 3%

dont l'intégrale est une intégrale de Riemann en 0 d’exposant % < 1 qui converge. Par suite l'intégrale de

1

vax(l—x)

converge en 1.

1
dx
L’intégrale / ——— est donc convergente.
0 Va(l—1x)
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Aide 1, Question 2, Exercice B.2.3

Donner un équivalent de la fonction au voisinage du point ou vous étudiez la convergence.
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Aide 2, Question 2, Exercice B.2.3

¢ . : o o
La fonction ¢ — 174 est positive et continue sur [1,4o0[, il faut dinc étudier la convergence en +o0o. La fonction étant
positive, on peut utiliser la regle des équivalents et on obtient

t2 |

1+t fotd 2

+o0 2
Par suite, I'intégrale de t% est une intégrale de Riemann en +o0o d’exposant 2 > 1 qui converge, donc / ﬁdt converge.
0

+
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Aide 1, Exercice B.2.4

T sin x

x}—>71+x3

n’est pas de signe constant au voisinage de +o0, il faut donc étudier ’absolue converge.
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Aide 2, Exercice B.2.4

|z]

1+

T sinx

O
na T+ 23

3 - Donner un équivalent en +oo du majorant.
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Aide 3, Exercice B.2.4

L T ysing
L’intégrale ——— converge car :
1

14 23
x sinx . , . A S
T — 1o est continue sur [1, 400, elle n’est pas de signe constant, on étudie donc la convergence absolue en +oco. Nous
avons ~ T ¥ )
xsinx |z] 1
0< < ~ —
14 23 1+ 23 +oo 22

puisque |sinz| < 1.
1
Ensuite, l'intégrale en +-0co de — est une intégrale de Riemann d’exposant 2 > 1 qui converge. Par la régle des équivalents
an

. » e s || rsinz
pour les fonctions positives, 'intégrale de T a3
az

—— | aussi.
1423

converge et par majoration, 'intégrale de

+o0 :

. T sinx

Par suite, / ﬁdx est absolument convergente donc convergente.
1 (E
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